Trajectoire d’un projectile
Prise en compte de la trainée

Pour une version vidéo de ce cours, c’est parici.

Nous connaissons la fonction qui décrit la trajectoire d’un projectile en prenant en compte
'angle de tir, la vitesse initiale et la gravité.

Dans le sens de x : x t
On reprend la définition de la vitesse, on résout pour . dx = voy . dt
dx et on intégre des deux cOtés.

dx

— = Vgy X = vat

dt
Danslesensde y: v t
Comme il y a une accélération, on reprend sa définition et on dv = —g . dt

v,

intégre deux fois : une fois sur la vitesse (d’une vitesse 0y

initiale vy, dans le sens de y a une certaine vitesse v), puis d_y = voy — gt
sur la position verticale y. y t t
v _ _ f dy=f(v0y—gt)dt
dt g 0 0
_ _ 9.
y = vOyt 2 t
Combinant ces deux expressions, on obtient une fonction y(x) = mx 9 2
décrivant la trajectoire d’un projectile : Voy 2v3,
Et la portée x,,,, est logiqguement donnée 0= Yoy _ 9 2
1 s N A . - max 2 Xmax
orsqu’y est a zéro : Vox YAV
x _ Z'U()x'voy
max g

C’est assez simple et explicable en une demi-page.

Ce qui est moins simple et qui s’explique en une demi-douzaine de pages, c’est lorsqu’on tente
de prendre en compte la force de trainée. Et c’est ce que ce document propose de faire.

Un projectile est une masse qui est lancée a la fois a Uhorizontale et a la verticale. Lors de la
montée, le projectile ressent deux forces a la verticale, toutes les deux négatives : la gravité et la
trainée. Lors de la descente, elle ressent toujours deux forces mais la trainée est devenue
positive. A ’horizontale, la masse ne ressent qu’une force : la trainée. Nous allons donc :

e Trouver une expression pour la vitesse et la position verticale du projectile quand il monte

e Trouver une expression pour la vitesse et la position verticale du projectile quand il
descend

e Trouver une expression pour la vitesse et la position horizontale du projectile

e Combiner ces expressions pour obtenir une fonction décrivant la trajectoire d’un
projectile soumis a une trainée : y(x)

Pour finir, nous décrirons une méthode approximative d’obtenir une courbe représentant cette
fonction. Ce sera plus simple, et ce sera une maniére sympa de vérifier que nous avons bien


https://youtu.be/nqW-HEcTKFA

maiftrisé les mathématiques utilisées pour ce projet et méritons de parler de nous-mémes ala

premiere personne du pluriel.

Montée

Au début, le projectile ressent deux forces
s’opposant a son mouvement : la force due a la
gravité F, et la trainée F,. Par la seconde loi de

Newton, on trouve I’accélération :

On résout donc pour I’accélération, qu’on
remplace par sa définition, et on organise de
maniére a obtenir une équation séparable — ¢a
consiste simplement a factoriser g :

On opére une substitution pour plus de lisibilité :

On sépare les variables et nous obtenons enfin
nos intégrales dont les limites sont d’une vitesse
initiale horizontale v, a une certaine vitesse v :

Substituons Bv pour u :

On passe ensuite le B de l'autre coté.

C’est ici qu’il faut s’accrocher...
On peut prouver par ailleurs et par le test cette
relation :

Il en découle logiquement la réciproque, ce qui

.. 1
nous donne la primitive de —:
1+x

Fort de cette information, nous pouvons intégrer
en prenons soin d’adapter les limites a notre
substitution :

u=pv

Et nous résolvons enfin pour v :

Attention toutefois : cette expression n’est plus
valable lorsqu’on atteint v = 0.

E, + Fp =ma

-mg — EpSCde = ma

g:_ _pSCdUZ
L0
v pPoly
= _ 1 2)
dt g( +2mgv
B: pSCci
2mg
dv
= _ 1 2.,2
T g1+ p*v*)
jv dv t
SE—
vOy1+[32v2 0
u=_pv
du =Bdv
4 du
vV=—
B
1]” du B ”
Bv0y1+u2_ g
f" du B ”
v 1+u? Bg
oy

d(tan™1(x)) 1
dx 14 x2

1
— -1
fl_l_xzdx—tan (x)+c

Bv  du
f = —Pgt
B

1+ u?

U()y

tan~(Bv) — tan™*(Bv,y) = —Bgt

v, = 1tan(tan‘l([hzoy) — Bgt)

B

0= %tan(tan‘l(ﬁvoy) — Bgtiim)

0 = tan™*(Bvoy) — Bgtiim



On détermine donc le temps t;;,,, auquel cette Bgtiim = tan‘l(Bvoy)

vitesse est atteinte : tan~'(Bvyy)
=gy
Maintenant, on cherche une expression pour la dy = vdt
trajectoire. Comme on est dans la direction t
verticale, on peut trouver a ce point une y= JO vdt
expression pour y. y 1 (¢
dy f dy = —f tan(tan™*(Bvy, ) — Bgt)dt
v== 0 BJo
dt
Opérons une substitution pour voir... Ca devrait u= tan‘l(Bvoy) — Byt
marcher puisque le premier terme est constant... du = —Bg dt
gt du
Bg
La substitution fonctionne : appliquons-la en 1 tan”'(Bvoy)-Bgt
faisant attention & adapter les limites Y=g J tan(u)du
d’intégration. tan=*(Bvoy)

Un meilleur prof que moi pourrait prouver par

ailleurs et par le test la relation suivante : f tan(x)dx = _ln(cos(x)) te

Ce qui nous donne cette expression : tan~*(Bvoy)-Bgt

tan™1(Bvoy)

y=- % [—ln(cos(u))]

1
y=- e <ln (cos (tan‘l(Bvoy)» —In (cos(tan‘l([}voy) - Bgt)))
Ah, elle est jolie, celle-la ! Et elle va étre facile a entrer sur une feuille de calculs... On note que la

hauteur maximale sera atteinte lorsque t = t;;,, :

VYinax = — % <ln (cos (tan‘l(BvOy)» —In (cos(tan‘l(Bvoy) - Bgtlim))>

Ymax = —% In (cos (tan‘l(Bvoy))) — In| cos <tan‘1([3v0y) —Bg w>
Ymax = — % In (COS (tan‘l(ﬁvoy)))

Tres bien. On a fait un tiers du boulot. Passons maintenant a la descente.

Descente

C’est une chute libre — le projectile commence a une dv pCySv?

vitesse vy puis accélére vers le bas - on utilise encore a9 + om

la seconde loi de Newton : dv 1 pCySv?
F, + F; =ma a9\~ 2mg

EpCdsz —mg =ma

On opeére la substitution & nouveau :



dv
pSCa —=—g(1-p*v?)
B= dt
2mg

Cette fois, les limites d’intégration sont d’une vitesse v = 0 a une certaine vitesse v, et du temps
auquel nous avons atteint v = 0 au bout de la montée du projectile, c’est a dire t;;;, :

Vy d'l? td
fo il

tiim
On opére une substitution sur le cété gauche : u=Bv
Ce qui donne quelque chose de plus lisible : 1
1—u?
Une autre identité bien utile est celle-ci : 1 1 1 A B

= — +
1—-u?2 14ul—u 14+u 1-—-u

Aprés quelques tests avec des valeurs aléatoires 1 J”y dv 1 f”y dv t it
1 o = = =—g
pour u, on trouve que A = B = > Notre intégrale 2), 1+Bv 2J), 1—-PBv tlim
devient donc, aprés substitution de w :
Et les intégrales sont maintenant intégrables : Yy dv Yy dv t
f +f =—-29 dt
o 1+Bv J, 1—Pv tlim
On opere une substitution pour chaque intégrale du cété gauche, et on integre :
Terme 1 Terme 2 Terme 1: %f%du Terme 2 : —%f%du
u=1+pv u=1-pv 1 "
du du < n() +0) —=(n(w) +C)
dv = — dv = —— B B
B §
On mutltiplie les deux cbtés par [3 et on obtient une équation a résoudre pour v.
1 148 1 1-8
gln@l " = 5ln@], ™ = =29t + 29tum
In(1+ Bry) — In(1 — Bvy) = 2Bg(tyim — ¢)
Par la propriété des logarithmes 1+ Bv
l i lp =1 % Sécri ln<1 By>:289(tlim_t)
n(A) —In(B) =In (E)’ on réécrit - By,
notre équation :
Et on résout pour v : 1+ By = 2B9(tim=0)
1 - By,
1+ By, = e2Bgtiim—t) _ vaezﬁg(fum—t)
By, + vaQZBg(tum—t) = e2Bgtuim-t) _ 1
1 e2B9tim—t) _ 1
Yy T B1 + e2PoCtum—D
Alternativement, on peut utiliser tanh‘l([?,vy) = Bg(tym — t)

I’identité tanh™1(x) = %ln (lﬁ)

1-x



1
v, = Etanh(ﬁg(tlim — 1))

Comme ca donne quelque chose de plus facile a écrire, ¢’est

celle que je vais utiliser.
Pour trouver la position en fonction du temps, on
reprend & nouveau la définition de la vitesse :

On sait ce qu’il nous reste a faire : remplacer v, par 'expression que nous avons trouveée, et
prendre Uintégrale des deux c6tés. Attention aux limites d’intégration : on part d’'un temps t;;,,, et

d’une hauteur V,,qx-

Ymax tiim

On opére donc une substitution — on peut,
puisque le premier terme est constant, et le
terme variable n’est pas au carré :

Y = Ymax =

On peut trouver par ailleurs que
J tanh(x)dx = In(cosh(x)). Pas moi, mais
on me dit qu’on le peut.

9p?

_dy
AT
dy =v, dt

y 1 t
f dy=3| tanh@gtun - Bgt)dt

u = Bgtm — Bgt

du = —fgdt
g = du
Bg

1 im™
y=- W [ln(cosh(u))]sgtl Pat + Ymax

1
Yy=—"7"7 ln(COSh(Bgtlim - Bgt)) + Ymax

Deux tiers du boulot terminé. Passons maintenant a ’horizontale.

Horizontale

Dans cette direction, il n’y a pas de gravité, donc les choses devraient étre plus simples.

On met en place la loi de Newton et on remplace
a par sa définition :

Opérons une petite substitution :

L’intégrale devrait elle aussi étre plus simple :

A partir de 13, c’est roue libre :

1 1
———=—at
Vox (%

Et la position x donne par intégration une jolie
expression :

_ Vox
1+ vgat
u =1+ vyy,at

dx dt

F; =ma
dv _ pCpS 2
dt 2m

_ pCpS

*= 2m

v dv
j — = —odt
Vox v
1 1  wvat
Vo Vo Vo
v. = Vox
T 1+ vyat

du = vy,adt

du
dt =
Vox O

1 (BItum—Bgt
—— J tanh(u)du
B2g Jo



1 1+vg, 0t 1
dx = —f —du
1 u

1
X = aln(l + vy at)

Trajectoire y(x)
Il est enfin temps de combiner la position x avec la position y.

Tout d’abord, nous reprenons la limite a laquelle

1
les équations pour y doivent changer : Xygm = o (1 + voxltyim)

Pour rappel, voici & quoi t;,, est égal : tan™*(Bvoy )
tim =
Bg
Ensuite, on résout la fonction x pour t, et on e™ =1+ vy,at
I’intégre aux fonctions y : . e —1
N Vo X
De 0 axjy, :

1) == g s ) =1 s ) <05

B?g Vo &

Dex;jmax:

1 e —1
Y(x) = ———In| cosh (Bgtlim - Bg ) * Ymax

Bzg Vo X

Simulation

Avant de commencer a programmer une feuille de calculs, on dirait qu’il serait une bonne idée
de dresser une liste de toutes les constantes qu’on a défini au fur et a mesure de ce travail.

Tout d’abord, les vitesses initiales : Vox = Vogcos(0) Le coefficient de Cp =04
Voy = Vpsin(0) trainée d’une sphere :

Ensuite, la masse volumique du fluide dans lequel le projectile se déplace (je p~13kg.m3

choisis I’air) :

Le rayon et la surface frontale de la S = 4mr? La gravité : g =9.81m.s™?
sphére :

La masse volumique de la sphére, le volume de la Voo s m = pV
sphére et la masse de la sphere : -3

Je pourrai ainsi modifier les paramétres du projectile facilement.

Reste les constantes que nous avons créées :



_ tan""(Bvoy) pCoS pSCy

tlim - a= =
1 1
Ymax = — @ln (COS (tan_l(BUOJ/))) Xiim = a ln(l + vaatlim)

Approximation

ILfaut ladmettre, trouver y(x) n’est pas une mince affaire —il a fallu a cetimposteur de prof de
maths une bonne journée pour la trouver, la tester, la corriger, la tester a nouveau, jusqu’a écrire
ces deux expressions avec une confiance relative mais élevée.

Par 'approximation, on devrait trouver la méme chose sans passer par ’étape trouver la fonction
y(x). ILsuffit, a chaque pas, d’évaluer 'évolution de la vitesse et de la distance parcourue.

Danslesensdex:

En reprenant la seconde loi de Newton, on peut écrire ceci :

dv, 5
— = —av
dt x
Par approximation, on en déduit cela:
Av, = —av,2At

On peut donc construire une suite numérique de premier terme v, et de raison —av,*At telle

que le terme suivant est égal au terme précédent plus le changement de vitesse:
— 2
Uxn = Uxn-1 — oWxn—lAt

Pour trouver x,,, il faut se rappeler que laire sous la courbe v(t) est la
distance parcourue. On calcule donc le produit de lavitessean — 1
par le temps At (Uaire du rectangle), on lui ajoute le produit de la
différence entre v, et v,,,; avec At qu’on divise par deux (U'aire du
triangle), et on ajoute le tout a la position précédente.

VUp — Uy
Ax=vn_1A1:+n—n1

At
2

On peut donc construire une suite numérique de premier terme x, = 0 et de raison v,,_;At +
Un—Un-1 At:
— At

— VUn-1

Un
Xn = Xp_q1 + Vp_1At + > At
Dans le sens de y, il faut se rappeler du changement de direction de F; a x;;,,,. On aura:

Jusqu’a xji,:
Uyn = Vyn-1 — g(l + Bzvyn—lz)At

A partir de x;;,;, :

Uyn = Vyn-1 — g(l - Bzvyn—lz)At



Et poury:

UV, —Vn_
Yn = Yn-1 + Up_1AL +n—nl

At
2

Et a quoi ga ressemblerait sur une feuille de calculs ?

On créerait une colonne contenant la suite numérique pour x. Pour la suite numérique pour y,
on placerait les deux formules dans une fonction SI (cond. ;VRAI ;FAUX), lacondition
étant ceci:

1 _ tan™1(Bvoy)

Xiim = 2 (1 + vox Oty ) AVEC tyim = »
Pour la condition x < X, :
VRAI = vyp_g — g(1 + B?vy,_1%)At FAUX = Vyp_q — g(1 — B2vyn_12)At

Comparant la fonction y(x) a cette approximation, on obtient les deux courbes suivantes.

y approxy
4

3,5
3
2,5
2
1,5
1
0,5

0
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

L’analyse et 'approximation sont en accord, ce qui est une indication que U'analyse (prendre les
intégrales, définir les limites, etc.) est bonne. Cet imposteur de prof de maths est content.



